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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ТМ-ПОЛЯРИЗОВАННЫХ  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН В ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОМ СЛОЕ  

ИЗ НЕЛИНЕЙНОГО МЕТАМАТЕРИАЛА1 
 
Аннотация. Изучается распространение ТМ-поляризованных электромагнит-
ных волн в диэлектрическом слое из нелинейного метаматериала. Слой распо-
ложен между двумя изотропными немагнитными полупространствами с по-
стоянными электродинамическими характеристиками. Получено дисперсион-
ное уравнение для постоянных распространения ТМ-поляризованных элек-
тромагнитных волн в слое. 

Ключевые слова: нелинейная краевая задача на собственные значения для сис-
темы уравнений Максвелла, дисперсионное уравнение, нелинейный слой, не-
линейный метаматериал. 
 
Abstract. The electromagnetic problem of propagation of TM-waves in a dielectric 
layer filled nonlinear metamaterial is considered. The layer is between two isotropic, 
nonmagnetic half-spaces with constant electrodynamical parameters. Dispersion 
equation for eigenvalues (propagation’s constants) of the problem is obtained. 

Keywords: nonlinear boundary eigenvalue problem for Maxwell equations, disper-
sion equation, nonlinear slab (film), nonlinear metamaterial. 
 

Метаматериалы исследуются очень активно уже несколько лет. По этой 
тематике можно найти множество работ как российских ученых (см., напри-
мер, [1–4] и библиографию там), так и их зарубежных коллег [5–7]. Однако, 
несмотря на большое количество работ по исследованию метаматериалов, эти 
работы касаются только линейных метаматериалов. В настоящей работе мы 
рассматриваем нелинейный метаматериал. А именно рассматривается рас-
пространение ТМ-поляризованных электромагнитных волн в нелинейном ди-
электрическом слое. Слой может быть заполнен метаматериалом. 

Данная работа продолжает исследования авторов [8–11] по задачам 
распространения электромагнитных волн в нелинейных волноведущих струк-
турах. Полученное в работе дисперсионное уравнение справедливо для про-
извольных действительных значений электродинамических параметров и ко-
эффициента нелинейности. Полученное уравнение позволяет исследовать 
распространение электромагнитных волн в нелинейных метаматериалах. Ра-
нее полученное дисперсионное уравнение в силу некоторых ограничений, ко-
торые будут обсуждаться позднее, не позволяло изучать метаматериалы. Во-
просы распространения электромагнитных волн в нелинейных волноведущих 
структурах уже долгое время привлекают внимание исследователей (обзор и 
библиографию см., например, в работах [8–13]). 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим электромагнитные волны, проходящие через однородный, 
изотропный, немагнитный диэлектрический слой с нелинейностью типа Кер-
                                                           

1 Работа выполнена при поддержке гранта Минобрнауки РФ по ФЦП «Разви-
тие потенциала высшей школы» № 2.1.1/1647. 
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ра, расположенный между двумя полупространствами 0x   и x h  в декар-
товой системе координат Oxyz . Полупространства заполнены изотропной 

немагнитной средой без источников и имеют постоянную диэлектрическую 
проницаемость 1  и 3  соответственно ( 1  и 3  – произвольные действи-

тельные числа). Считаем, что всюду 0    – магнитная проницаемость ва-

куума. 
Электрическое поле гармонически зависит от времени t: 

     , , , , , cos , , sinx y z t x y z t x y z t    E E E ; 

     , , , , , cos , , sinx y z t x y z t x y z t    H H H , 

удовлетворяет уравнениям Максвелла 

 rot , rot ,i i    H E E H   (1) 

где  

     , , , , , ,x y z x y z i x y z  E E E ,      , , , , , ,x y z x y z i x y z  H H H  

есть комплексные амплитуды [14]. 
Диэлектрическая проницаемость внутри слоя описывается законом 

Керра 2
2 a    E , где a  и 2  – произвольные действительные числа. Бу-

дем искать решение уравнений Максвелла во всем пространстве. Времен-
ной множитель везде ниже опущен. 

Электромагнитное поле E , H  удовлетворяет уравнениям Максвелла 
(1), условию непрерывности касательных составляющих компонент поля на 
границе раздела сред 0x  , x h  и условию излучения на бесконечности: 

электромагнитное поле экспоненциально затухает при x   в областях 

0x   и x h . 

Рассмотрим ТМ-поляризованные волны  , 0,x zE EE , 

 0, , 0yHH . Из системы (1) получаем, что 0zE

y

 


 и 0xE

y





, следова-

тельно,  ,z zE E x z  и  ,x xE E x z  не зависят от y. Поскольку yH  выра-

жается через xE  и zE , то yH  также не зависит от y. Обозначая  ...
x

 


 и, 

предполагая, что компоненты поля гармонически зависят от z: 

   , i z
y yH x z H x e  ,    , i z

x xE x z E x e  ,    , i z
z zE x z E x e  , получаем 

систему уравнений 

 

     
   
   

,

,

,

x z y

y z

y x

i E x E x i H x

H x i E x

i H x i E x

    
    

  

  (2) 

из которой следует, что 



№ 3 (15), 2010                                 Физико-математические науки. Математика  

 
73 

       1
y x zH x i E x E x

i
  


,  (3) 

здесь   – неизвестный спектральный параметр – постоянная распространения 
электромагнитной волны. 

Дифференцируя выражение (3) и используя второе и третье уравнения 
системы (2), получим 

 
      
       

2

2 2

,

.

x z z

x z x

iE x E x E x

iE x E x iE x

      

      

  (4) 

Введем обозначения 2 2
0k     с 0    и выполним нормировку  

в соответствии с формулами x kx , 
d d

k
dx dx




, 
k

  , 
0

j
j


 


  (j = 1, 2, 3), 

0

a
a 


 . Переобозначаем  zE Z x  ,  xiE X x   и, опуская значок тильды, 

систему (4) приведем к виду 

 
2

,

.

Z X Z

Z X X

     


    
  (5) 

Будем искать действительные решения  X x ,  Z x  для системы (5), по-

лагая   действительным (так что 2E  не зависит от z), где 

  
1

2 2
2

3

, 0,

, 0 ,

, .

x

a X Z x h

x h

 
      

 

  (6) 

Также будем полагать, что функции  X x ,  Z x  дифференцируемы  

в слое так, что  

             1 1 1; 0 0; ; ; 0 0; ;X x C C h h C C h C h          ; 

         1 1 1; ; 0 0; ;Z x C C C h C h          

     2 2 2; 0 0; ;C C h C h     . 

Такие условия гладкости следуют из условий непрерывности касатель-
ных составляющих поля на границах раздела сред. 

Будем искать действительные γ. 

2. Решение системы дифференциальных уравнений 

Для 1    в полупространстве 0x   получаем общее решение: 

  2
1exp ,X x A x     
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2

1 2
1exp ,Z x A x

          
  (7) 

где принято во внимание условие на бесконечности. 
Для 3    в полупространстве x h  имеем 

    2
3exp ;X x B x h       

 
 

    
2

3 2
3expZ x B x h

             
  (8) 

в соответствии с условием на бесконечности. В решениях (7) и (8) константы 
A и B будут определяться граничными условиями. 

Внутри слоя 0 x h   система (5) принимает вид 

 
  

  

2
2 2

22

2 2
2

,

1
.

d Z dX
a X Z Z

dxdx
dZ

X a X Z X
dx


      


       

  (9) 

Систему (9) можно привести к виду 

 

     
 

  

2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2
2

2 2 2
2

2
,

3

1
.

a a X Z X a X ZdX
Z

dx aX aZ

dZ
a X Z X

dx

               

       



  (10) 

Из системы (10) получаем обыкновенное дифференциальное урав-
нение: 

    
 
2 2

22 2 2
2 2 2 2

2

3 2
a X ZdX Z

aX aZ aXZ
dZ Xa X Z

  
      

    
.  (11) 

Уравнение (11) является уравнением в полных дифференциалах, его 
решение имеет вид 

 
     

      
2 3

6 2 2 2 2 2
1 2 22

2
2 2 2 2 2

2 2

3 2

2 2

C a X Z a X Z
aZ

a X Z a X Z

         
  

       
.  (12) 

3. Граничные условия и краевая задача 

Из непрерывности касательных составляющих полей E  и H  получаем 

     0 h
z zZ h E h E   ;      00 0 0z zZ E E   ; 
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       0 h
y yX h Z h i H h H      ;        00 0 0y yX Z i H H     , (13) 

где константа  h
zE  считается известной, и тогда 

     3
2

3

h h
y zH E


 

  
,    0 0 1

2
1

y zH E


  
.  (14) 

Условия сопряжения для компонент поля E  дают 

   0
0

x
X   ,   0

x h
X   ,   0

0
x

Z   ,   0
x h

Z   ,  (15) 

где      
0 0 00 0

lim lim
x x x x x x

f x f x f x    
      обозначает скачок функции на 

границе раздела сред. 
Считаем функции  X x ,  Z x  также удовлетворяющими условию 

   1
X x O

x

 
   

 
 и   1

Z x O
x

 
   

 
 при x  .  (16) 

Пусть 
0

0

d dx
D

d dx

 
  
 

 и       
 ,

X x
F X x Z x

Z x

 
  
 

 и 

   
 

1

2

,
,

,

G F
G F

G F

  
    

, где  X x  и  Z x  являются искомыми функциями, а 

1G  и 2G  являются правыми частями уравнений системы (10). Число   явля-
ется спектральным параметром. Также будем рассматривать вектор-столбец 

   
 

X x
N x

Z x

 
  
 

. Перепишем задачу, используя введенные обозначения. 

Для полупространства 0x  , 1   , 1X
N

Z

 
  
 

 получаем 

 
2

2
1

0
0

0
DF F

 
   
    

.  (17) 

Внутри слоя 0 x h  , 2
2 a    E ,   2 2

2 a X Z X
N

Z

    
 
 

, и 

система принимает вид 

    , , 0L F DF G F     .  (18) 

Для полупространства x h , 3   , 3X
N

Z

 
  
 

 получаем 

 
2

2
3

0
0

0
DF F

 
   
    

.  (19) 
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Условия сопряжения (15) приводят к условиям 

   0
0

x
N x     ,   0

x h
N x     ,  (20) 

что для вектора обозначает скачок каждой компоненты на границе раздела 
сред. 

Сформулируем краевую задачу (задачу сопряжения). Требуется найти 
ненулевой вектор F  и соответствующие собственные значения   такие, что 

F  удовлетворяет уравнениям (17)–(19), условиям сопряжения (20) и компо-
ненты вектора F  удовлетворяют условию (16). 

Определение 1. Число 0   , при котором существует ненулевое ре-

шение F  задачи (17)–(19) при условиях (16) и (20), будем называть собст-
венным значением задачи. Решение F , которое соответствует собственному 
значению, будем называть собственным вектором задачи, а компоненты 

 X x  и  Z x  вектора F  – собственными функциями. 

Замечание 1. Определение 1 является неклассическим аналогом извест-
ного определения характеристического числа линейной оператор-функции, 
нелинейно зависящей от спектрального параметра [15]. Введенное определе-
ние 1 является, с одной стороны, распространением классического определе-
ния собственного значения на случай нелинейной оператор-функции, нели-
нейно зависящей от спектрального параметра, с другой стороны, соответст-
вует физической природе задачи. 

4. Дисперсионное уравнение 

Введем новые переменные: 

  
      2 2

2

2

a X x Z x
x

  
 


,    

   X x
x x

Z x
    .  (21) 

Обозначим 2
0 2

 


. Тогда 
 22

02
2 2 2

X
a

   
   

, 
 24

02
2 2 2

Z
a

   
   

. 

Система (10) и уравнение (12) в этих переменных примут вид 

 

  
   

 

2
02

2 2 2 2
0

2 2 2

2
2 ,

2

1
;

d

dx

d

dx

         
          

       
 

  (22) 

 
 

 

2 2 2
12

2 3
1 03 2 2 2

C

C

   
 

        
.  (23) 

Уравнение (23) – алгебраическое уравнение четвертой степени относи-
тельно τ. Его решение       можно выписать явно по формулам Кардано – 

Феррари [16]. 



№ 3 (15), 2010                                 Физико-математические науки. Математика  

 
77 

Отметим, что первый интеграл (12) (или (23) в новых переменных) есть 
закон сохранения. 

Замечание 2. Если рассматривать первое уравнение системы (22) со-
вместно с первым интегралом, то это уравнение можно проинтегрировать, и 
это приведет к так называемым гиперэллиптическим интегралам (это один из 
простых примеров абелевых интегралов). Если расширить область определе-
ния независимого переменного x  на всю комплексную плоскость, то можно 
рассматривать функции, обратные к этим интегралам, которые и будут реше-
ниями системы (22). Это гиперэллиптические функции, принадлежащие клас-
су абелевых функций, которые являются мероморфными периодическими 
функциями. А поскольку функция   выражается через   алгебраически, то 

она также является мероморфной периодической функцией [17, 18]. 
Перейдем к выводу дисперсионного уравнения и необходимых для это-

го значений  h ,  0  и  h . 

В соответствии с (6) и (9) в слое 

            2 2
2

1
Z x X x a X x Z x X x      


.  (24) 

Из (21), (23) и из (13), (24) получаем 

 
 

  
 

        
2 2

1
2 2 3

1 03 2 2 2h
z

X h h C

C h h h hE

 


        
;  (25) 

         2
2

2
1 h h

z ya X h E X h H
  
         

, где  
 

 

h
yH

X h
h




  (26) 

и  h
yH  определяется по формуле (14). 

Из (26) получаем для  X h  

  
  

 
 

2

23 0

h h
z y

a E H
X h X h

a a

  
   .  (27) 

Запишем пока формально  
 

 

h
yH

h
X h

 


. Используя (14), найдем 

  
 

 
3

2
3

h
zE

X h
h


 

   
.  (28) 

Из уравнений (25) и (28) имеем 

          
   

2
3 02

1 2 2 2 2
3 3

2 2h h h
C h

h

      
  

      
.  (29) 
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Известно, что составляющие электромагнитного поля  X x  и  Z x  

непрерывны на границе раздела сред. Тогда функция  x  также непрерывна 

на границе раздела сред в точках x  таких, что   0Z x  . Тогда, используя (7) 

и (8), имеем 

   1
2

1

0 0
  

  
;   3

2
3

0h


   
  

.  (30) 

Обозначим  
 2 2 2 1

f f
  

     
 (ср. с правой частью второго 

уравнения в (22)),       выражается из уравнения (23). 

Тогда можно проинтегрировать второе уравнение системы (22). Но мы 
не можем получить решение на всем интервале, поскольку функция  x  

может обращаться в бесконечность в некоторых точках интервала  0, h . Из 

замечания 2 ясно, что функция  x  является мероморфной. Поэтому точки 

разрыва могут быть только второго рода. 
Пусть функция  x  на интервале  0, h  имеет несколько точек 

0 1, , ..., Nx x x , в которых она обращается в бесконечность. 

Ниже будет доказано, что число таких точек конечно для любого h. 
Будем искать решения на каждом отрезке  00, x ,  0 1,x x , ...,  ,Nx h : 

 

 0 0

0

x

x

fd x c

 



    , 00 x x  ; 

 

 
1

0i

x

i
x

fd x c




 

   , 1i ix x x   , где 0, 1i N  ; 

 

 

 
1

0N

x

N
x

fd x c




 

   , Nx x h  .  (31) 

Из уравнений (31), подставляя 0x  , 1ix x  , Nx x  в первое, второе 

и третье уравнения (31), найдем необходимые константы 1 2 1, , ..., Nc c c  : 

 

 0 0

0
0

x

c fd

 



   ; 

 

 1 0

1 1
0

i

i

x

i i
x

c fd x
 

 
 

  , где 0, 1i N  ; 



№ 3 (15), 2010                                 Физико-математические науки. Математика  

 
79 

 

 

 
1

0N

h

N
x

c fd h




 

  .  (32) 

С учетом (32) уравнения (31) примут вид 

 

 

 

 0 00 0

0

x x

x

fd x fd

   

 

      , 00 x x  ; 

 

 

 

 1 0

1
0 0

i

i i

xx

i
x x

fd x fd x
 


   

     , 1i ix x x   , где 0, 1i N  ; 

 

 

 

 

 

0 0N N

x h

x x

fd x fd h

 

   

     , Nx x h  .  (33) 

Из формул (33) получаем, что  

 

 

 1 0

1
0

i

i

x

i i
x

x x fd
 


 

   , где 0, 1i N  .  (34) 

Поскольку 10 i ix x h     , то отсюда следует, что при наших 

предположениях (относительно наличия особых точек) интеграл справа схо-

дится и 

 

 1 0

0

0
i

i

x

x

fd
 

 

  . Таким же образом из первого и последнего уравне-

ний (33) получаем 

 

 0 0

0
0

x

x fd

 



  , так как 00 x h  , то 

 

 0 0

0

0

x

fd h

 



     ; 

 

 

0N

h

N
x

h x fd



 

   , так как 0 Nh x h   , то 

 

 0 0

0

0

x

fd h

 



     . 

Из этих рассуждений следует, что функция  x  имеет конечное число 

точек разрыва, и функция  f   не имеет неинтегрируемых особенностей при 

 ,   . 

Теперь, полагая в уравнениях (33) x  таковым (т.е. подставляя 0x x , 

ix x , Nx x  в первое, второе и третье уравнения (33)), чтобы все интегралы 

слева обратились в нуль, сложим все уравнения (33), получим 
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       .  (35) 

Из (35) получаем 

 

 

 

 

 

 

 0 10 01

00 0 0

i

N i

x xh N

ix x

fd fd fd h
    

    

      .  (36) 

Из формулы (34) следует, что  

 0ix     и  0ix    , где 0,i N , 

причем ясно, что бесконечности должны выбираться различных знаков. 

Таким образом, получаем, что 

 

 

 

 1

0 1

00

0 0

...
N

N

xx

x x

fd fd T



  

   

       и, зна-

чит, 1 0 1... N Nx x x x     . 

Теперь уравнение (36) можно переписать так: 

 

 

 

 

 0 0

0 0N

x h

x

fd fd NT h

  

  

     или 

 

 
 

0

1

h

fd N T h





    ,  (37) 

где  0 ,  h  определяются формулами (30), 0N   – целое число. 

Формула (37) есть дисперсионное уравнение, справедливое для любого h. 
Отметим, что когда 0N  , то возникает несколько уравнений при различных 
значениях N . Необходимо решать относительно   каждое из получающихся 

уравнений. 
Из замечания 2 и вывода дисперсионного уравнения (37) следует, что 

точки разрыва ix , 0, ,i N  являются полюсами функции  . Интеграл, стоя-

щий в уравнении (37), является более общим абелевым интегралом  
[17, 18]. 

Замечание 3. Интегралы 
A

fd


  и 
A

fd




 , где 0A   – постоянная, схо-

дятся в силу того, что функцию f  при достаточно больших   можно мажо-

рировать функцией 
  21

M

m  
, где 

 
 

0,
max

x h
M x


  , а 

 
 

0,
min 1

x h
m x


   . То 

что функция  x  имеет конечные минимум и максимум, ясно из ограничен-

ности функций  X x  и  Z x . 
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Замечание 4. Рассмотрим систему (22). Ранее, в работах [8–10], при ус-
ловии ,M  где  

     2
1 0 3 0 2 1 3 1 3 2: 0, , , max , , max ,M a                  ,  (38) 

из системы (22) было получено дисперсионное уравнение для постоянных 
распространения. Использование условия M  приводит к тому, что правая 
часть второго уравнения (22) положительна, следовательно, функция  x  – 

возрастающая при  0,x h . Поскольку  0 0  ,   0h  , то   необходимо 

имеет точку разрыва. Предполагая, что на интервале  0,h  содержится не-

сколько  1N   точек разрыва 0 , ..., ,Nx x  мы получаем дисперсионное урав-

нение, которое имеет такой же вид, как (37). 
При выводе дисперсионного уравнения (37) мы попутно показали, что 

интеграл  

 2 2 2 1

d




 
       

сходится (где       находится из первого интеграла). Однако подынте-

гральная функция может иметь особенности на промежутке интегрирования. 
Знаменатель подынтегральной функции обращается в нуль, если 

 2 2 2 1 0       . Пусть *    – решение последнего уравнения. Тогда 

поскольку *  – постоянная, то  * *     тоже постоянная. Подставляя * , 

*  в (22) получаем систему уравнений 

 

  
   

 

2
02

2 2 2 2
0

2 2 2

2
2 0,

2

1
0.

       
  
          

      
 

  (39) 

Решения системы (39) называются стационарными точками системы 
(22) (см., например, [19]). 

Имеем четыре пары решений  ,   системы (39):  ,0 ,  0,  , 

 0,   ,  2,  . Пусть пока    2 2* * 0    . Далее получаем, что при 

0     и 0   второе уравнение не удовлетворяется; пара 0  , 

0     также не удовлетворяет второму уравнению; пара 0    и     

дает  
2 22 0

01
  

 
 

; пара 2  ,     дает  2 24    . Поскольку мы 

ищем действительные   и действительные  , то последняя точка также не 
удовлетворяет второму уравнению. 
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Таким образом, только случай 0   ,  
2 22 0

01
  

 
 

 требует более тща-

тельного анализа. Из первого условия следует, что 
 2 2

2 2
2 2

a X Z   
 

 или 

 2 2 0a X Z  . Отсюда следует, что либо 0a   (известный линейный слу-

чай [20, 21]), либо 0X  , 0Z   (тривиальное решение, что не представляет 
интереса). 

Остается только случай * 0  , * 0  . Замена переменных (21) невоз-
можна в этом случае. Рассмотрим системы (10) в переменных X  и Z . Из то-

го, что 0  , следует, что  2 2
2 0a X Z    . Обратимся к первому инте-

гралу в форме (12). Из него (после использования полученного соотношения) 

получаем 6
1 0C  . Тогда, либо 1 0C  , либо 0  . Но 1C  находится из гра-

ничных условий и лишь в исключительных случаях, быть может, принимает 

значение 0. Этот случай легко исследовать. При условии  2 2
2 0a X Z     

из формул (15) для компоненты X  получается в этом случае  1 0 0 0X   , 

 3 0 0X h   . Из этого и формул (7) и (8) следует, что 0A  , 0B  . Иными 

словами, в этом случае у нас получается тривиальное решение 0X  , 0Z  . 
В случае 0   точно так же получаем, что 0A  , 0B  . Таким образом, по-

лучаем, что 1 0C   и 0  , и этот случай не реализуется. 

Замечание 5. Возможно, что функция  x    в каких-то точках *x x  

принимает значения такие, что правая часть второго уравнения системы (22) 

обращается в нуль в этих точках, т.е. 
2 2

2

1

  
 

. Подставим это выражение в 

первый интеграл (23), мы получаем   2
0 12 2 0C        , где 1C  опре-

деляется выражением (29). Ранее мы разобрали невозможность случая 2  . 

Таким образом, лишь в точках x x  таких, что   2
0 0 1x C      , 1   и 

2
0 1 0C    правая часть второго уравнения системы (22) обращается в нуль. 

Заметим, что мы не утверждаем существование таких точек x x . Однако, 
даже если такие точки существуют, то они, как мы доказали при выводе дис-
персионного уравнения, не являются неинтегрируемыми особенностями. 

5. Теоремы об эквивалентности 

Ранее при условии M  (38) в работе [8] была доказана теорема об экви-
валентности решений краевой задачи на собственные значения (17)–(19) и 
решений дисперсионного уравнения (37). Другими словами, множество ре-
шений краевой задачи на собственные значения совпадало с множеством ре-
шений дисперсионного уравнения. Здесь мы можем доказать лишь ослаблен-
ный вариант этой теоремы. 
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Как видно из формулы (27), при произвольных знаках 2  и a  уравне-
ние (27) может иметь один или три действительных корня. Если оно имеет 
один действительный корень (это справедливо в частности при 

 2 1 3max ,    , 1 0   , 3 0   , где 0  – диэлектрическая проницаемость 

вакуума и 0a  ), то его мы и рассматриваем, если же три действительных 
корня, то, вообще говоря, необходимо все последующие вычисления прово-
дить для каждого корня. 

Теорема 1. Множество решений краевой задачи на собственные зна-
чения (17)–(19) с условиями (16) и (20) содержится в множестве решений 
дисперсионного уравнения (37). 

Доказательство. Пусть   – решение дисперсионного уравнения (37), 

мы можем найти функции  x  и  x  из системы (22) и первого интеграла 

(23). Зная функции  x  и  x  и пользуясь формулами (21), найдем  

   0
2 2 2

1
X x

a

  
 

   
 и   2 0

2 2 2

1
Z x

a

  
  

   
.  (40) 

Вопрос о выборе знака является существенным, и поэтому остановимся 

на нем подробнее. Нам известно поведение функций 
X

Z
    и  . Из крае-

вых условий следует, что    h
zZ h E (например, >0). Учтем, что если функ-

ции   и   имеют одинаковые знаки, то и функции X  и Z  имеют одинако-
вые знаки, а если функции   и   имеют разные знаки, тогда и функции X  и 
Z  имеют разные знаки. Помня о том, что X  и Z  – гладкие функции, выби-
раем соответствующие знаки в выражениях (40).  

Теперь, зная значение   и функцию   ,X x  мы находим значение 

 X h . Если найденное таким образом значение  X h  совпадает с найден-

ным из уравнения (27), то полученное   – собственное значение краевой за-

дачи. В противном случае полученное   не является собственным значением 

краевой задачи и при решении дисперсионного уравнения (37) необходимо 
выбирать другое решение уравнения (27). 

Теперь пусть   – собственное значение краевой задачи. Из способа по-
лучения дисперсионного уравнения (37) из системы (22) следует, что собствен-
ное значение краевой задачи является решением дисперсионного уравнения. # 

Как видно из доказательства, более широкое множество решений дис-
персионного уравнения (37) получается именно за счет того, что уравнение 
(27) может иметь несколько действительных корней. В случае, если уравне-
ние (27) имеет только один корень, подходящий по условию задачи (напри-
мер, единственный действительный корень), то получается 

Теорема 2 (об эквивалентности). Если уравнение (27) имеет единст-
венный удовлетворяющий условию задачи корень, то краевая задача (17)–
(19) с условиями (16) и (20) имеет решение – собственное значение тогда и 
только тогда, когда это собственное значение является решением диспер-
сионного уравнения (37). 

Доказательство следует из доказательства теоремы 1. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион 

 
84 

Замечание 6. Пояснение к формулировке теоремы 2. Разумеется, урав-
нение (27) имеет единственный корень, удовлетворяющий условию краевой 
задачи. Однако, вообще говоря, мы можем это выяснить только после того, 
как найдем собственное значение. Ибо если указанное уравнение имеет три 
действительных корня, то без дополнительных предположений мы не можем 
сразу выбрать нужный корень и приходится решать дисперсионное уравне-
ние для каждого из таких корней. 

Также необходимо заметить, что собственные функции, отвечающие 
собственному значению 0 , легко могут быть найдены численно из системы 

(11), например, методом Рунге – Кутты. 

6. Предельный переход к случаю линейной среды в слое 

Рассмотрим предельный переход при 0a   к случаю линейной среды 
в слое. Здесь возможны два случая, а именно: а) 2 0   и 0a  ; б) 2 0   и 

0a   (случай метаматериала). 
Рассмотрим первый случай. Здесь дисперсионное уравнение для случая 

линейной среды в слое известно и при 1 3    приведено в [20], а в случае 

произвольных 1 , 3  – в работе [21]. При произвольных 1 , 3  выглядит  

оно так: 

 

 
2 2 2

2 2 1 3 3 1
2

2
2 2 2 2

1 3 2 2 3 1

tg h

              
      

              
.  (41) 

В этом случае из самого вывода дисперсионного уравнения (41) следу-

ет, что 2
2 0     (вывод см. в [21]). Рассмотрим функции 

 2 2 2 1
f


     

, 2
1 2 2

22 2
2

2

1
f


     

  

. 

Функция 1f  получилась из f  формальным предельным переходом при 

0a   по переменной τ. Так как мы ищем действительные решения  X x  и 

 Z x , знаменатель функции 1f  не может обратиться в нуль. Используя ре-

зультаты классического анализа, можно показать, что можно перейти к пре-
делу при 0a   под знаком интеграла в (37). Вычислив интегралы от функ-
ции 1f  получим из (37) 

 
 

2 2 2
2 2 1 3 3 1

2
2

2 2 2 2
1 3 2 2 3 1

arctg 1h N

              
       

            
. 

Взяв тангенс от последнего выражения, получим (41). 
Во втором случае 2 0   (метаматериал [5–7]) и дисперсионное уравне-

ние для случая линейной среды в слое выглядит так (вывод см. в [21]): 
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2

2
2 22 2

23 2 2 31 2 2 1

2 2 2 2
1 2 2 1 3 2 2 3

he                  
 

                 
,  (42) 

где 2
1 0    , 2

2 0    , 2
3 0    . 

Так же как и раньше, переходя к пределу при 0,a   в функции f  по-

лучаем 2
2 2 2

22 2
2

2

1
f



    

  

. Переходя к указанному пределу в уравне-

нии (37) и вычисляя интегралы от функции 2 ,f  получаем 

 

1
2

1

3
2

3

2 2
2 2

22 2
2

2 2
2 2

2 2

ln 1 ln 2N h

 
 

 
 

 
 

           
 

 
     

. 

Множитель перед  1N   очевидно дает нуль. Проводя остальные вы-

числения и затем потенцируя, получаем формулу (42). 
Результаты этого параграфа показывают, что при переходе  

к пределу при 0a   мы получаем регулярный случай. В пределе дисперси-
онное уравнение (37) для случая нелинейной среды в слое переходит в дис-
персионное уравнение (41) или (42) для случая линейной среды в слое. Урав-
нение (41) является классическим в электродинамике и хорошо известно. 

Отметим, что рассмотренный в этом разделе метод отыскания диспер-
сионного уравнения применим и к более общей задаче – к задаче распростра-
нения ТМ-волны в нелинейном анизотропном слое с керровской нелинейно-
стью. Постановка задачи отличается только тем, что диэлектрическая прони-
цаемость в слое в этом случае описывается диагональным тензором вида  

0 0

0 0

0 0

xx

yy

zz

 
 

   
  


, 

где 2 2
12xx x zb E a E     , 2 2

21zz x za E b E     ,  12 1 3, , max ,a b      

и  21 1 3max ,     (при 12 21    и a b  мы получаем разобранный в этой 

статье случай). Здесь после записи системы уравнений в терминах функций 

 X x  и  Z x  в качестве переменных  x  и  x  следует взять переменные 

 
2 2

12
2

bX aZ
x

   


 и   X
x

Z
   , где  X X x  и  Z Z x . 

Анизотропный случай, когда 12 21 2     , разобран в [11]. 
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